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1. Uvod
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2. Fosterov teorem za reaktanciju s
gubicima

Uvod rada. Nakon uvoda dolaze poglavlja u kojima se obrad̄uje tema.

2.1. Impedancija serijskih paralelnih LC krugova tj.

krugovi anti-rezonancije

Z (s) =
sL

s2LC + 1
, (2.1a)

Z (jω) =
jωL

1− ω2LC
, (2.1b)

ω2
k =

1

LkCk
→ Lk =

1

ω2
kCk

(2.1c)

Uvrstimo (2.1c) u (2.1b) i dobijemo:

Z (ω) =
n∑
k=1

jω
ω2
kCk

1− ω2

ω2
k

=
1

2n−2∏
l=1

(
p2l − ω2

)
n∑
k=1

jω

Ck

2n−2∏
l=1
l 6=k

(
p2l − ω2

)
. (2.2)

Fosterov teorem kaže [1]:

Z (ω) = jH

2n−1∏
l=1

(
θ2l − ω2

)
2n−2∏
l=1

(
p2l − ω2

) , (2.3)
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gdje je

H =
1

ωC0

= ωL0, (2.4)

što je nazivni kapacitet ili induktivitet elementa.

Kad izjednačimo (2.3) i (2.2) dobijemo:

Z (ω) =
j

ωC0

2n−1∏
l=1

(
θ2l − ω2

)

��
���

���2n−2∏
l=1

(
p2l − ω2

) =
1

��
���

���2n−2∏
l=1

(
p2l − ω2

)
n∑
k=1

jω

Ck

2n−2∏
l=1
l 6=k

(
p2l − ω2

)
,

j

ωC0

2n−1∏
l=1

(
θ2l − ω2

)
=

n∑
k=1

jω

Ck

2n−2∏
l=1
l 6=k

(
p2l − ω2

)
,

(2.5)

Uzmemo ωm, to je anti-rezonantna frekvencija m-tog segmenta u seriji, i uvrstimo ga

u (2.5) te raspišemo članove sume 1
Ck

:

1

ωC0

2n−1∏
l=1

(
θ2l − ω2

)
=
����������ω2
m

C1

2n−2∏
l=2

(
p2l − ω2

m

)
+

���
���

����
ω2
m

C2

2n−2∏
l=1
l 6=2

(
p2l − ω2

m

)
+ . . .

· · ·+ ω2
m

Cm

2n−2∏
l=1
l 6=m

(
p2l − ω2

m

)
+ · · ·+

���
���

����
ω2
m

Cn

2n−2∏
l=1
l 6=n

(
p2l − ω2

m

) (2.6)

sve komponente osim 1
Cm

će biti 0 jer sa ωm "kratimo" pol pm i tako nam je taj produkt

0. Stoga nam ostaje samo m-ti član i imamo :

1

ωC0

2n−1∏
l=1

(
θ2l − ω2

m

)
=
ω2
m

Cm

2n−2∏
l=1
l 6=m

(
p2l − ω2

m

)
, (2.7)

izrazimo Cm preko C0:

Cm = C0ω
2
m

2n−2∏
l=1
l 6=m

(
p2l − ω2

m

)
2n−1∏
l=1

(
θ2l − ω2

m

) , (2.8a)

Lk =
1

ω2
kCk

. (2.8b)
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Uvrstimo (2.8a) u (2.3):

Z (ωm) =

jω2
m

2n−2∏
l=1
l 6=m

(
p2l − ω2

m

)

ωmCm
��

���
���2n−1∏

l=1

(
θ2l − ω2

m

) �
���

����2n−1∏
l=1

(
θ2l − ω2

m

)
2n−2∏
l=1

(
p2l − ω2

m

)

=

jω2
m

�
�

�
�

�
�
��2n−2∏

l=1
l 6=m

(
p2l − ω2

m

)

ωmCm (p2m − ω2
m)

�
�

�
�

�
�
��2n−2∏

l=1
l 6=m

(
p2l − ω2

m

)

=
jω�2m

��ωmCm (p2m − ω2
m)

=
j

ωmCm (p2m − ω2
m)
.

(2.9)

Pretpostavimo da naš kondenzator ima gubitke tj da ima ekvivalentne serijske otpore.

Neka ti otpori unose kompleksu frekvenciju ωm′ = ωm(1 + jσm), koja nam ne krvari

značajno Q faktor pola frekvencije tj. ne smanjuje značajno rezonantnu frekvenciju

ωm jer je σm << 1. Znači ωm′ je realna frekvencija tog segmenta, nju zapravo mje-

rimo/vidimo na vektorskom analizatoru mreže. Uvrstimo kompleksnu frekvenciju u

(2.9):

Z (ωm
′) =

j

ωmCm


�
�p2m −�

�ω2
m︸ ︷︷ ︸

pm=ωm

−2jω2
mσm + ω2

mσ
2
m


=

j

ωmCm (ω2
mσ

2
m − j2ω2

mσm)

Re(Z(ωm
′))−−−−−−→= − 2− σ2

m

ω3
mσmCm (4 + 5σ2

m + σ4
m)

σk<<1−−−−→ Z (ωm
′) = − 1

2ω3
mσmCm

,

(2.10)

2.2. Impedancija paralelnih serijskih LC krugova tj.

krugovi rezonancije

Admitancija je jedne grane:

Y (ω) =
sC

1 + s2LC
, (2.11)
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a admitancija više grana je:

Y (ω) =
n∑
k=1

sCk
1 + s2LkCk

=
jω

2n−1∏
l=1

(
1− ω2

θ2l

) n∑
k=1

Ck

2n−2∏
l=1
l 6=k

(
1− ω2

θ2l

)

↪→ Z (ω) = −
j

2n−1∏
l=1

(
1− ω2

θ2l

)

ω

n∑
k=1

Ck

2n−2∏
l=1
l 6=k

(
1− ω2

θ2l

) .
(2.12)

Izjednačimo (2.12) s Fosterovim teoremom impedancije:

Z (ω) = ��j

ωC0

��
���

���2n−1∏
l=1

(
1− ω2

θ2l

)
2n−2∏
l=1

(
1− ω2

p2l

) =

−��j
��

���
���2n−1∏

l=1

(
1− ω2

θ2l

)

ω
n∑
k=1

Ck

2n−2∏
l=1
l 6=k

(
1− ω2

θ2l

)

−�ωC0

2n−2∏
l=1

(
1− ω2

p2l

)
=�ω

n∑
k=1

Ck

2n−2∏
l=1
l 6=k

(
1− ω2

θ2l

)
(2.13)

Sada (2.13) raspišemo kao u (2.6) tj. uzmemo ωm rezonantnu frekvenciju i svi članovi

osim onog uz Cm nestanu i dobijemo relaciju:

Cm = − C0

2n−2∏
l=1

(
1− ω2

m

p2l

)
2n−2∏
l=1
l 6=m

(
1− ω2

m

θ2l

) . (2.14)
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Iz (2.14) izrazimo C0 preko Ck, te to uvrstimo u Fosterovu relaciju iz (2.13) i pojed-

nostavimo zapis:

Z (ωm) =

−j
2n−2∏
l=1

(
1− ω2

m

p2l

)

ωmCm

2n−2∏
l=1
l 6=k

(
1− ω2

m

θ2l

)
2n−1∏
l=1

(
1− ω2

m

θ2l

)
2n−2∏
l=1

(
1− ω2

m

p2l

)

=

−j
��

���
����2n−2∏

l=1

(
1− ω2

m

p2l

)
ωmCm

��
���

����2n−2∏
l=1
l 6=k

(
1− ω2

m

θ2l

)
(
1− ω2

m

θ2m

)
��

���
����2n−1∏

l=1

(
1− ω2

m

θ2l

)

��
���

����2n−2∏
l=1

(
1− ω2

m

p2l

)

=
−j
(
1− ω2

m

θ2m

)
ωmCm

.

(2.15)

Opet pretpostavimo da imamo kompleksnu frekvenciju ωm′ = ωm(1 + jσm), što je

ujedino frekvencija pola θm i uvrstimo ju u (2.15):

Z (ωm
′) = −

j

�1−

�
�
�
�
�

(
ω2
m

θ2m

)
︸ ︷︷ ︸

=1

+ 2jσm

(
ω2
m

θ2m

)
︸ ︷︷ ︸

=1


ωm (1 + jσm)Cm

= − −2σm
ωm (1 + jσm)Cm

(2.16)

Zanima nas samo realni dio impedancije stoga:

Z (ωm
′) =

2σm
ωmCm (1 + σ2

m)

σk<<1−−−−→ Z (ωm
′) =

2σm
ωmCm

(2.17)
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3. Kako serijski otpor utječe na polove
anti-rezonantnih (paralelnih) LC
krugova

3.1. Otpor u seriju s kondenzatorom

Ck Rck

Lk

 ---  C:\Users\f_kos\Documents\LTspiceXVII\Draft1.asc  --- 

Slika 3.1: Serijski otpor s kondenzatorom RCk

Z (s) =
s2CkLkRCk + sLk

s2LkCk + sCkRCk + 1

Z (ω) =
−ω2CkLkRCk + jωLk
1− ω2LkCk + jωCkRCk

(3.1)

Nule impedancije:

s01 = 0, s02 =
−1

CkRCk

, s03 =∞, (3.2)
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polovi impedancije:

sp1,2 =
−RCk

2Lk
± j

√
1

CkLk
− R2

Ck

4L2
k

, ωkσk =
RCk

2Lk
→ RCk =

2σk
ωkCk

(3.3)

Kada je sklop u rezonanciji samo ostane realni dio (3.1):

Z (ωk) =
ω4
kC

2
kL

2
kRCk

ω4
kC

2
kL

2
k + ω2

kC
2
kR

2
Ck − 2ω2

kCkLk + 1
(3.4)

3.1.1. Pretpostavka: ωk′2 = ω2
k

(
1− σ2k

) σk<<1−−−−→ ωk
′ ' ωk

Kad uvrstimo relaciju (2.1c) u (3.4) dobijemo sljedeći izraz:

Z (ωk
′) ' Z (ωk) =

1

ω2
kC

2
kRCk

, (3.5)

te uvrstimo relaciju za RCk iz (3.3) u (3.5):

Z (ωk) = Zmax =
1

2ωkCkσk
(3.6)

3.1.2. Pretpostavka 2: ωk′ = ωk + jωkσk

Uvrstimo pretpostavku 2, (2.1c) i (3.3) u (3.4) i uzmemo realni dio dobivene impedan-

cije i dobijemo:

Z (ωk
′) = Zmax =

2 (13 + 2σ2
k − 3σ4

k)

ωkσkCk (16 + 9σ2
k)

σk<<1−−−−→ Zmax '
13

8ωkσkCk
. (3.7)

Uvrstimo pretpostavku 2 u (3.1), onda uvrstimo (3.3) u taj izraz, onda uvrstimo (2.1c)

u dobiveni izraz i na kraju izlučimo realni dio:

Z (ωk
′) = Zmax =

3− 2σ2
k

ωkσkCk

σk<<1−−−−→ Zmax '
3

ωkσkCk
(3.8)
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3.2. Otpor u seriju sa zavojnicom

Ck

Lk Rlk

 ---  C:\Users\f_kos\Documents\LTspiceXVII\Draft1.asc  --- 

Slika 3.2: Serijski otpor s induktivitetom RLk

Z (s) =
sLk +RLk

s2LkCk + sCkRLk + 1

Z (ω) =
jωLk +RLk

1− ω2LkCk + jωCkRLk

(3.9)

Nule impedancije:

s01 =
−RLk

Lk
, s02 =∞, (3.10)

polovi impedancije:

sp1,2 =
−RLk

2Lk
± j

√
1

CkLk
− R2

Lk

4L2
k

, ωkσk =
RLk

2Lk
→ RLk =

2σk
ωkCk

(3.11)

U rezonanciji ostane samo realni dio impedancije (3.9):

Z (ωk) =
RLk

ω4
kC

2
kL

2
k + ω2

kC
2
kR

2
Lk − 2ω2

kCkLk + 1
. (3.12)

3.2.1. Pretpostavka: ωk′2 = ω2
k

(
1− σ2k

) σk<<1−−−−→ ωk
′ ' ωk

Kada uvrstimo relaciju (2.1c) u (3.12):

Z (ωk
′) ' Z (ωk) =

1

ω2
kC

2
kRLk

, (3.13)

i (3.11) u (3.12):

Z (ωk) = Zmax =
1

2ωkCkσk
(3.14)
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3.2.2. Pretpostavka 2: ωk′ = ωk + jωkσk

Uvrstimo pretpostavku 2, (2.1c) i (3.11) u (3.12):

Z (ωk
′) = Zmax = −

6

ωkσkCk (16 + 9σ2
k)

σk<<1−−−−→ Zmax '
3

8ωkσkCk
, (3.15)

Uvrstimo pretpostavku 2 u (3.9), onda u dobiveni izraz uvrstimo (3.11). U onda dobi-

veni izraz uvrstimo (2.1c) te onda izlučimo realni dio impedancije:

Z (ωk
′) = Zmax = −

1

ωkσkCk
(3.16)
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3.3. Otpor u seriju sa zavojnicom i s kondenzatorom

Ck

Lk Rlk

Rck

 ---  C:\Users\f_kos\Documents\LTspiceXVII\Draft1.asc  --- 

Slika 3.3: Serijski otpor s induktivitetom RLk i s kondenzatorom RCk

Z (s) =
s2CkLkRCk + s (Lk + CkRLkRCk) +RLk

s2LkCk + s (CkRLk + CkRCk) + 1
(3.17a)

=
RLk (1 + sCkRCk)

(
1 + s Lk

RLk

)
s2LkCk + s (CkRLk + CkRCk) + 1

(3.17b)

Z (ω) =
RLk − ω2CkLkRCk + jω (Lk + CkRLkRCk)

1− ω2LkCk + jωCk (RLk +RCk)
(3.17c)

Nule impedancije:

s01 =
−RLk

Lk
, s02 =

−1
CkRCk

, s03 =∞ (3.18)

polovi impedancije:

sp1,2 =
− (RCk +RLk)

2Lk
±j

√√√√√√ 1

CkLk
− (RLk +RCk)

2

4L2
k︸ ︷︷ ︸

=ω2
k−(ωkσk)

2
=ω2

k(1−σ2
k)

, ωkσk =
RCk +RLk

2Lk

(3.19)
uvrštavanjem (2.1c) u (3.19) dobijemo izraz za :

σk =
RLk +RCk

2

√
Ck
Lk

(3.20)
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Tako da možemo zapisati polove kao:

sp1,2 = −ωkσk ± jωk
√

1− σ2
k

σk<<1−−−−→ sp1,2 = ωkσk ± jωk

ωk1,2
′ = ±ωk + jωkσk

(3.21)

Na rezonantnoj frekvenciji sklopa 3.3 ponište se imaginarni djelovi impedancije i os-

tane samo realni dio:

Z (ωk) =
RLk + C2

kL
2
kRCkω

4
k + C2

kR
2
CkRLkω

2
k + C2

kRCkR
2
Lkω

2
k

C2
kL

2
kω

4
k + C2

kR
2
Ckω

2
k + 2C2

kRCkRLkω2
k + C2

kR
2
Lkω

2
k − 2CkLkω2

k + 1
(3.22)

3.3.1. Pretpostavka: ωk′2 = ω2
k

(
1− σ2k

) σk<<1−−−−→ ωk
′ ' ωk

Pretpostavimo da (3.3) i (3.11) na isti način "krvare" Q faktor tako da možemo pret-

postaviti da su RCk = RLk = Rp

σk = Rp

√
Ck
Lk
→ Rp =

σk
ωkCk

, (3.23)

stoga uvrstimo (2.1c) i (3.23) u (3.22):

Z (ωk) = Zmax =
1 + σ2

k

2ωkσkCk

σk<<1−−−−→ Zmax '
1

2ωkσkCk
(3.24)

3.3.2. Pretpostavka 2: ωk′ = ωk + jωkσk

Uvrstimo pretpostavku 2, (2.1c) i (3.23) u (3.22) onda uzmemo realni dio te impedan-

cije i u nju uvrstimo i dobijemo:

Z (ωk
′) = Zmax =

3σ4
k + 12σ2

k + 10

ωkσkCk (9σ2
k + 16)

σk<<1−−−−→ Zmax '
5

8ωkσkCk
(3.25)

Uvrstimo pretpostavku 2 u (3.17c), onda u dobiveni izraz uvrstimo (3.23). U dobiveni

izraz uvrstimo (2.1c) i izlučimo realni dio dobivene impedancije:

Z (ωk
′) = Zmax =

1

ωkσkCk
(3.26)
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4. Kako serijski otpor utječe na polove
rezonantnih (serijskih) LC krugova

RsCL

 ---  C:\Users\f_kos\Documents\LTspiceXVII\Draft1.asc  --- 

Slika 4.1: Serijski rezonantni LC krug sa serijskim Rs otpornikom

Impedancija je:

Z (s) =
s2LC + sCRs + 1

sC

Z (ω) =
1− ω2LC + jωCRs

jωC
(4.1)

polovi:

sp1 = 0, (4.2)
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nule:

s01,2 = −
Rs

2L
± j

√√√√√√ 1

LC
− R2

s

L2︸ ︷︷ ︸
=ω2

k−ω
2
kσ

2
k=ω

2
k(1−σ2

k)

→ σk =
Rs

2

√
L

C
→ Rs = 2σk

√
Ck
Lk
, (4.3)

"Nova" rezonantna frekvencija koja je pokvarena zbog serijskog otpora je ωk ′ = ω2
k (1− σ2

k) '
ωk što ako pogledamo (2.3) je θl tj. nula impedancije. Tako da možemo zapisati nule

kao:
so1,2 = −ωkσk ± jωk

√
1− σ2

k

σk<<1−−−−→ s01,2 = ωkσk ± jωk

θk1,2 = ±ωk + jωkσk

(4.4)

4.0.1. Pretpostavka: ωk′2 = ω2
k

(
1− σ2k

) σk<<1−−−−→ ωk
′ ' ωk

Na rezonantnoj frekvenciji imaginarni dio impedancije postaje nula:

Z (ωk
′) ' Z (ωk) =

1− ω2
kLC + jωkCRs

jωkC

=
ω2
kC

2Rs + j (ω3
kLC

2 − ωkC)
ω2
kC

2

Im(Z(ωk))=0−−−−−−−−→ Z (ωk) = Zmin = �
��ω2
kC

2Rs

���ω2
kC

2
= Rs = 2σk

√
Lk
Ck

=
2σk
ωkCk
(4.5)

4.0.2. Pretpostavka 2: ωk′ = ωk + jωkσk

Ako uvrstimo pretpostavku 2 u (4.1), te onda uvrstimo u taj izraz (2.1c) i onda izlučimo

realni dio impedancije:

Z (ωk
′) = Zmin =

σ3
k

ωkCk (σ2
k + 1)

σk<<1−−−−→ Zmin ' 0. (4.6)
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5. Algoritam izlučivanja nadomjesnog
modela kondenzatora iz mjerenja

5.1. Izračun gubitaka σm iz s parametara

Iz (2.10) možemo izvesti sljedeću formulu za anti-rezonantni LC krug:

σm =
1

2ω3
mCm |Z (ωm)|

=
|s21 (ωm)|

4ω3
mCmZ0 (1− |s21 (ωm)|)

. (5.1)

Iz formule (2.17) možemo izvest sljedeću formulu za rezonantni LC krug:

σm =
|Z (ωm)|ωmCm

2
=
ωmCmZ0 (1− |s21 (ωm)|)

|s21 (ωm)|
(5.2)

5.2. Algoritam

Algoritam za izlučivanje nadomjestnog anti-rezonantnog modela kondenzatora iz mje-

renja

(i) Zapisati frekvencije polova i njihove |s21 (ω)| te izračunati gubitke σm iz (5.1)

(ii) Zapisati frekvencije nula i njihove |s21 (ω)|

(iii) Izračunati Cm i Lm anti-rezonantnih LC krugova pomoću (2.8a)

(iv) Iz izračunatih gubitaka izračunati ekvivalentni serijski otpor pomoću jednih od

formula iz 3. poglavlja (treba vidjeti koji je najtočniji model i koja je najtočnija

aproksimacija)

Algoritam za izlučivanje nadomjestnog rezonantnog modela kondenzatora iz mjerenja

(i) Zapisati frekvencije polova i njihove |s21 (ω)|

(ii) Zapisati frekvencije nula i njihove |s21 (ω)| te izračunati gubitke σm iz (5.2)

15



(iii) Izračunati Cm i Lm anti-rezonantnih LC krugova pomoću (2.14)

(iv) Iz izračunatih gubitaka izračunati ekvivalentni serijski otpor pomoću jednih od

formula iz 4. poglavlja (treba vidjet koja je najtočnija aproksimacija).
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6. Zaključak

Zaključak.
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8. Sažetak

Sažetak.
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